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Exercice 


1. Pour tout (x,y) € [0, l] 2 , on a (1 - y/xy) 2 - (1 -x)(l -y) = x+y-2y/xy = {y/x-^y) 2 > 0, 
donc (1 - x){l - y) < (1 - y/xÿf . 

2. Il est clair que / est continue sur [0, 1] 2 \]{(1, 1)}, comme rapport de deux fonctions conti- 
nues. De plus l'inégalité précédente montre que V(x, y) € [0, 1] 2 \]{(1, 1)}, \F(x,y)\ < 
xy{ 1 - y/dyy), donc 

lim F(x,y) = 0 = F(L 1), 

(as,î/)— »-(l,l) 

donc F est continue sur [0, l] 2 . 

3. [0, l] 2 étant un compact de R 2 , donc par théorème de continuité sur les compacts, F est 
bornée sur [0, l] 2 et atteint ses bornes. 

4. On remarque que V(x, y) € [0, l] 2 , F(x,y ) > 0 = F( 1, 1) donc inf F(x,y) = 0. De 

(o:,3/)e[0,l ] 2 

plus Vx € [0,1], F(x, 1) = F(l,x) = F(x, 0) = F(0,x) = 0, donc inf F(x,y) est 

(x,ÿ)G[ 0 ,l ] 2 

atteint sur la frontière du carré [0, l] 2 . 

5. On voit que F est de classe % A sur l'ouvert ]0, 1[ 2 comme rapport de deux fonctions de 
classe < îf 1 et V(x, y) €]0, 1[ 2 , on a : 

dF y{l-y)(l-2x + x 2 y) 

= ■ 

Puisque F est symétrique, alors 

dF x(l — x)(l — 2 y + xy 2 ) 

~^-{ x ,y) = ÿ2 • 

d y (1 -xy) 2 


6. (xq, yo) €]0, 1[ 2 est un point critique 


CL DCU1C11LC1U . 

1 — 2x + x 2 y = 0 
1 — 2 y + xy 2 = 0 




Ceci implique que xo = yo et donc 1— 2xo+x[] = 0. Les racines de l'équation 1 — 2x+x 3 = 0 
. -l + y/5 — 1 — c/5 . . -1 + ^5 


sont 1, 


critique de F : 


2 2 

-1 + 75 -1 + 75 


donc nécessairement xq = 


-. D'où l'unique point 


2 ’ 2 ' 

7. On obtient F(x o, yo) = — — - — — . D'autre part on sait que la borne supérieure de F sur 

[0, l] 2 existe et atteint, donc nécessairement F(x o, yo) = sup F(x, y). 

{x,y) e[0,i] 2 

1. Veuillez adresser toute remarque, correction ou suggestion à l'auteur : medtarqi@yahoo.fr 
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Problème 


A props de l'unimodularité des zéros d'un polynôme 

auto-inverse 

Première partie : 

Résultats préliminaires 


1.1 On sait que, pour tout z € C tel que \z\ < 1, la série géométrique ^ z rn converge et que 


meN 


V 

m = 0 


1 - Z 


. Le rayon de convergence est 1. 


n it 


1.2 On remarque que — 
donc 


1 


— j. Donc si \/3\ < 1, alors pour tout t € M, | /3e lt \ < 1, 

oo oo 

eü-p-T, («t'T = E r 


e“ - P 1 - /3e-« 

Ai 


im —imt 


m = 0 


ra=0 


e e 

1.3 De même , on a = — - „ 

- P /3 1 - /3 

donc 

At At 00 


/ ^_ 1 zr Par conséquent si |/3| > 1, alors |/3 1 e 2t | < 1, et 


e zt — (3 f3 


E (rvy 


At 00 


ra =0 


/3 


E^ 

m=0 


—rriçimt 


1/3 >1 


1.4 • Cas |/3| < 1 : D'après la définition, on a : 

f dz 


r 2n ie ü 


p27T 00 


z — (3 


e lt — f3 


dt = i ^2/3 




m=0 


D'autre part la série de fonctions ^ B rn e rrnl converge uniformément sur [0, 2tt\, puisque 


m = 0 


Vf G [0, 27t], \f3 m e imt \ < \f3\ m et la série ^ \(3\ m converge. Donc on peut intégrer terme à 

m = 0 

terme : 

dz °° 


A 1 m = 0 


e - imt df = 2 ztt. 


• Cas |/?| > 1 : De la même façon on montre que la série de fonctions — ' - ^ (3 m e 

P 

converge uniformément sur [0, 2n\, donc 


m> 0 


dz 


r2n 


= l 


E? 

m = 0 


rriç—imt 


D'où : 


dz 

z — (3 


i 00 n 2n 

dt = — V ;r m / e -i( m + i ) t dt = o. 

9 it» f» 

2ï7t si \(3\ < 1 

0 si \B \ > 1 
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1.5 Montrons d'abord le résultat suivant : si z et z' sont deux nombres complexes tels que 
\z + z'\ = \z\ + \z'\, avec z ^ 0, alors il existe a > tel que z’ = az. En effet, l'égalité 
\z + z'\ 2 = (|z| + \z'\) 2 s'écrit encore zz' + z'~z = 2|z||z / |, d'où Re(Vz) = \z\\z'\ = \zz'\.~Donc 

T 

z ,2 z = r G M + et z'^zz = z'\z \ 2 = rz, d'où z' = — 

\Z\ 

D'autre part, par l'inégalité triangulaire, on a |Au + fj,w \ < |Au| + \/zv\ = A + fi = 1 (*). 
Supposons maintenant que |At> + /nu = 1 = Au| + |/.m|, alors d'après ce qui précède il 
existe a > 0 tel que pu> = a \v. 

Si on pose v = e ldl et w = e l0 ' 2 , l'égalité précédente montre que e li °' <>2> G M, donc 
0i — 02 G 27rZ, ce qui implique que tu = v, ceci est absurde. 

Finalement l'inégalité (*) est stricte. 


Deuxième partie : 

Deux résultats de localisation des racines d'un polynôme 

2.1 Posons, pour chaque k G {1, 2 , P = (X — Zk) ak Q ■ Donc 

P ' = MX - z k ) ak ~ l Q + (X - z k ) ak Q’. 


On trouve alors 


P ' 


®-k Q 


P X-a k Q 


Or z k n'est pas une racine de Q, donc ^ n'admet pas z k pour pôle et — — - est la partie 

P' k 

polaire de — relative à z k . On reprend le même raisonnement mais cette fois avec la 

fraction Q-. 

Q 

r 

Finalement si P = a JJ (X — z k ) ak , on trouve 

g = <*fc 
P fl x -z k 

k = 1 


k = 1 


Ainsi, pour tout 2 G C\{zi,z 2 , -,z r }, 


P\z)_ 

P(z) 


E 

k = 1 


Ot k 


Z - Z k 


2.2 Soit w une racine de P' qui n'est pas une racine de P. 


2.2.1 F'égalité de la question 2.1 entraîne 0 = ^ — — — . On multiplie ensuite chaque 


k = 1 


w - z k 


dénominateur par son conjugué, et on prend le conjugué de tout cela. On obtient 
l'égalité demandée : 

^ - z k ) = Q 


k = 1 


W - z k 


Otk 


2.2.2 Posons, pour chaque k G {1, 2, ..., ?’}, Afc = l9 

\w-z k \ 2 

obtient alors 


0 et A — Ai -f- A 2 ~\~ ... "t“ A r . On 


w = 


E 

fc=i 


k 


Zk- 


A k 

Donc il suffit de prendre S k = —■ 

A 
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2.3 Si w est une racine de P qui n'est pas une racine de P, le résultat est bien démontré dans 
la question 2.2.2. Le cas d'une racine multiple w est évident puisque w figure parmi les 
racines de P. 

2.4 


2.4.1 L'ensemble {z±, Z 2 , ■■■, z n } étant fini, donc il est fermé et par conséquent C\ {z\.Z 2 - . . . , z n 

est un ouvert de C. 

P'(z) 

La fonction z i-t 'V est continue sur C\{zi, Z 2 , z n } comme rapport de deux 

P\z) 

fonctions continues sur C\{zi, Z 2 , -, z n }. 

2.4.2 D'après la question 2.1, on a : 


SM^-U 


dz 


z - z k 


En changeant le numérotage, on peut supposer |zi| < l,...,|z s | < 1 et |z s+ i| > 
1, ..., \z r \ > 1. On obtient alors, en utilisant le résultat de la question 1.4, 


P(z) 

P'(z ) 


* = £/ 
k=i Jr y 


dz 


z - z k 


: É 2 m. 


k = 1 


1 f P(z) 

D'où / — 7 dz = s ; c'est nombre de racines de P dont le module est stricte- 

2in L P'{z) 


P'( 

ment inférieure à 1 


Troisième partie : 

Une condition suffisante d'unimodularité de zéros d'un 

polynôme auto-inverse 

3.1 Notons ak = k — n, k G {0, ..., 2n} les coefficients du polynôme S n , k G {0, ..., 2 n}, on a 

ü 2 n—k = 2n — k — n = n — k = ak , 
donc S n est auto-inverse avec s = 1. 

d 

3.2 Soit P = y akX k un polynôme à coefficients complexes de degré d et £ € C*. 

k = o 

3.2.1 Si P est auto-inverse de paramètre e, alors ak = ea^-fc, pour tout k G {0, 1, ..., d}, en 
particulier P( 0) = eJÎ7i / 0 ( le coefficient dominant est non nul ). 

On a aussi, 

2 = 

Ük — d—k — £ & d—(d—k ) — 

On obtient donc, pour k = d, aj = E 2 a c L, donc e 2 et puis |er| = 1. 

3.2.2 Si P est auto-inverse de paramètre e, alors pour tout z G C*, 

P(z) = 


^2 akzk 
k = 0 
d 

e^âp: kz k 


k = 0 


SZ d J2â^Z k ~ d = £Z d P 
k = 0 
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Réciproquement, soit P un polynôme tel que Mz G C*, P(z) = ez d P alors on 
d d 

obtient l'égalité ^ a,kZ k = CLd-kZ k , comme C* est infini, alors Mk G {0, 1, d}, 
k = 0 k = 0 

ak = ecLd-k, donc P est auto-inverse de paramètre e. 


3.3 On peut vérifier facilement que P + Q = P + Qe t PQ = PQ. 

3.4 


3.4.1 Supposons P = ^ cikX k auto-inverse de paramètre e. Notons bk,k € {0, 1, ..., d+ 1} 


k = o 


les coefficients de (X — 1)P, on a : 


{X-l )P = -oo + - a k)X k + a d X 


d + 1 


k= 1 


Donc b 0 = a 0/ b k = a k - 1 - a k , k G {1 , 2, ...,d } et b d+ 1 = a d , on a donc 6 0 = £&d+i/ 
1 fc+i Q j d—k') ^d+i~k k G {1, 2, ..., d} et üd coto 

e&o- 

Donc (X — 1 )P est auto-inverse de paramètre e. 

^ ; i 1 

3.4.2 On a P^(z) = ^ dk/d k z k et \/k G {0, 1, ..., d}, ak/d k = £fd d ad-k^ d ~ k ( car Ji = — ) donc 

k = o 

Pfj, est auto-inverse de paramètre e/i' 1 . 


d 


3.4.3 Posons P = a JJ (z — Zk) ak où les racines Zk sont de module 1. On a, pour tout 

z G C* : 


k = 1 


z a P ( - 

Z 


âz d 


TT I 1 - X 

nu-* 

k = 1 v 


az d 


n 

k=\ 


az d 


1 1 

Z z k 


Ok 


r ü(* “ 

z k k=l 

k= 1 


«fc 


Donc P(z) = ez d P ( - J avec c = (— l) d k ^ — 
3.4.4 Le polynôme X 2 — X — 1 répond à la question. 


D'après 3.2.2, P est auto-inverse. 


3.5 Le polynôme X n Q est de degré < n, le polynôme X d n Q est de degré d, donc 

deg R = d. 

D'autre part, pour tout z G C*, on a : 

ez d R Q = ez d Q Q + Ë£z d Q Q{z) = £z n Q Q) + z d ~ n Q(z) = R(z). 

Donc R est auto-inverse. 
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3.6 


3.6.1 Si z G U, on a \Qi(z)\ = \z d n Q(z)\ = \Q(z)\ et \Q 2 (z)\ = 


Q 


Mais Q 


\Q{z)\ = \Q(z)\ = \Q{z)\, donc \Qi(z)\ = |Q 2 («)|- 

3.6.2 Supposons qu'il existe À G [0, 1[ et z G U tels que Qi(z) + XQ2{z) = 0, donc Qi(z) = 
—XQ 2 {z) en prenant le module, on obtient |A| = 1, ce qui est absurde. 

Donc VA G [0, 1[, Vz G U, Qi(z) + XQ2(z) / 0. 

Q'Az) + XQ' 2 (z) 


3.6.3 L'application A (->■ 


est bien définie et continue sur [0, 1 [, donc d'après 


Qi(z) + A Q 2 (z) 

le théorème de continuité des fonctions définies par des intégrales, la fonction 


ip A i — y 


Qi(z) + XQ' 2 {z) 
Q l{z) + XQ2^z) 


dz 


est continue sur [0, 1[. 

D'après la question 2.4.2, cette intégrale représente le nombre de racines du poly- 
nôme Q\ + XQ 2 sur U, donc c'est un entier. 

3.6.4 L'image d'un connexe par arcs par une application continue est un connexe par arcs, 
comme [0, 1[ est connexe par arcs, donc l'image est un connexe par arcs, donc l'ap- 
plication est constante sur [0, 1 [, car elle est à valeurs entières. 

3.6.5 D'après ce qui précède VA G [0, 1[, <p(A) = <p(0), c'est-à-dire R\ et Q\ ont le même 
nombre de racines dans U. Q 1 et Q ont les mêmes racines, à l'exception de 0, les 
racines de Q sont de module <1, donc il est de même pour R\. 

3.7 


3.7.1 1 est un point adhérent à [0, l[, donc il existe une suite (fi) m d'éléments de [0, 1[ qui 

converge vers 1. La suite (zfc j/im ) m étant bornée car Vm, |zfc lAtm | < 1, donc on peut 
extraire une sous-suite (. Zk t \ m ) m de la suite qui converge vers un z k , comme 

Vm, \zk,n m \ < 1, alors on obtient, par passage à la limite, | zj. \ < 1. 

r 

3.7.2 Pour tout m G N et tout z G C, on a R\ rn (z) = Qi(z) + X m Q 2 (z) = n {z - Zk,X m )- 

k= 1 

Lorsque m tend vers l'inf in i on obtient l'égalité 


R(z) = Qi(z) + Q 2 (z) = a d J^[(z - z k ). 

k= 1 


et comme z est quelconque, l'égalité précédente est une égalité entre polynômes : 

r 

R = Qi + Q2 = a<f — z k )• 

k = 1 


3.7.3 On remarque que si z est une racine de R, alors z / ()( R( 0) / 0 ) et = est aussi une 


1 


racine de R. En effet, on a R(z) = 0 si et seulement si z n Q(z ) + ez n Q ( - ) = 0 
égalité qui s'écrit encore, en prenant le conjugué du tout. 


£ 




= 0 , 
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c'est-à-dire R 



Comme les Zk sont des racines de R, alors il est de même pour les 


tenant compte de la question 3.7.2, V7c, 


Zk 


< 1 ce qui donc | zp. \ > 1. 


En conclusion, toutes les racines de R sont de module 1. 


= et donc, en 

Zk 


Quatrième partie : 

Quelques applications 

4.1 Étude des racines du polynôme S n 

4.1.1 On a X n+l — 1 = (X — l)A n , donc les racines de A n sont les racines n + 1-ièmes de 
l'unité à l'exception de 1. Il sont simples et de module 1. 

4.1.2 Soit w une racine de A' n , alors d'après la question 2.2.2, w est la barycentre des racines 
de A n/ et comme celles-ci sont de module 1, alors |w;| < 1 ( d'après la question 1.5 ). 

4.1.3 L'ensemble des racines de B n est formé par 0 et les racines de A' n , donc les racines 
de B n , comme celles de A' n , sont toutes de modules strictement inférieure à 1. 

4.1.4 On a : 


2 n n—1 2 n 

S n = J2(k~n)X k = J2(k~n)X k + ^ (k — n)X k 

k = 0 k = 0 k=n + 1 

n n—1 

= X 2n ~ n J2lX l + J2(k~n)X k 

1=1 k = 0 

n—1 

= X 2n ~ d B n + ^2(k-n)X k 

k=0 

\ n—1 1 fc n—1 

- J = X n Y^ik-n)^ = Y(k - n)X n ~ k , d'où 

' k = 0 k = 0 

V^r, S n {z) = z 2n ~ n B n {z) + z n B n 

Donc on peut appliquer les résultats de la troisième partie, puisque toutes les condi- 
tions sont vérifiées, donc les racines de S n sont toutes de modules 1. 

4.2 Une condition nécessaire et suffisante d’unimodularité des zéros d’un polynôme 



Si toutes les racines de P sont de modules 1, alors P est auto-inverse ( la question 3.4.3 ), 
et on sait que les racines de P' dans ce cas sont de modules strictement inférieure à 1 ( la 
question 2.2.2 ). 

Inversement, supposons que P auto-inverse et que les racines de P' sont de modules 


strictement inférieure à 1. On a \/z G 
d'où par dérivation : 


P(z) = ez d P - ou encore P(z) = ez d P - 


P' (z) = *-‘p(i) + ^ÿp'(i) 
= edz^P ^ - ez d - 2 P' ^ 
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A 


d - 1 


d— 2 


D'où P = ed P(z) — s P'{z) et par conséquent 

\/z G C*, P(*) = z^^ + -z d " 1 ^^. 

de d 

P\z) 

Donc on peut appliquer le résultat de la partie 3 avec Q = — — : les racines de P sont 
toutes de module 1. 

4.3 Des conditions suffisantes d’unimodularité plus maniables 
4.3.1 Supposons d = 2p. On a, pour tout z € C* : 

p— 1 2 p 

P(z) = J2 a kZ k + °^zP+ a ^zP+ J2 a kZ k 


k = 0 


k=p + 1 


/p - 1 


= 


vfc=0 

p 


EM 1 ) + ?]+✓(!*+ £ 


p—k 


Z) 


2p 


a k z 


k—p 


= z p 


= ez p 


k=p -\- 1 
P 


a p-k y~J + -j J + zP y-f + Ê a p+y j 

y. ap+fc + e ~2^j + z p q(z) 

= ez p Q Q + z 2p ~ p Q(z ) 

Donc pour conclure il suffit de montrer que les racines de Q sont toutes de module 
inférieure à 1. En effet, par l'absurde supposons que Q admet une racine z tel que 

a P a P_1 

\z\ > 1, donc + y a p+k z p = 0 et donc adZ d = — ou encore 

k = 1 k = 1 

2 p—1 / 1 \ d — k 

y a p+ fc ( - j , puis, par inégalité triangulaire, on obtient : 


ad = ~ 


C2z 


2 z d 


k = 1 


P-l 


m < y + y i°p+fci (**)• 


fe=i 


D'autre part, on a par hypothèse, 

i°di > \ y i«fci = ^ + \ y m + \ y m = ^ + \ y m + \ y 1^1 

fc=l /c=l k=p + 1 /c=l /c=l 

Mais «/- = Sü 2 p -k pour tout /c. Donc l'inégalité précédente devient 

I I P ~ 1 

i a di > ~y ~ + y i°p+fci 

?;=i 

Cette inégalité est en contradiction avec (**). 

En conclusion, les racines de Q sont toutes de module < 1 et par conséquent celles 
de P sont de module 1. 

Le même raisonnement se fait pour le cas de d = 2p + 1. 


CNC2014MlC.tex - page 8 



4.3.2 D'abord on sait que ( X — 1 )P est auto-inverse ( la question 3.4.1 ), de plus on a 


d + 1 


(x - 1 )p = J2 bkXk = - ak ^ xk + adX 


d -\- 1 


k = 0 


k= 1 


1 x ^ 

Comme |6 fe | 

z fc=i 



fc=i 


a | < |a,/|, alors la condition de la question 4.3.1 


est vérifie, donc les racines ( X — 1 )P sont toutes de module inférieure à 1, il est de 
même pour les racines du polynôme P. 

4.3.3 Par continuité et compacité, il existe p € U tel que 


d - 1 d - 1 

inf N ' \a k — y ' |®fc I ^ ^ h ■ 1 1 ■ 

fc=0 k = 0 

Puisque |p| = 1 alors si les racines de P t , sont de module < 1, il est de même pour les 
racines de P. D'après 4.3.2, il suffit de montrer le résultat pour le polynôme (X— 1 )P fl 
qui est auto-inverse. On a 

d -\- 1 d — 1 

(X - 1 )P„ = J2 hX k = -ao + ~ pa fc+ i)p fc X fc + a d ^ k X d+l . 

k = 0 k = 0 

Donc le polynôme (X — 1 ) P /t vérifie la condition de 4.3.2, donc les racines de / J /( et 
par suite celles de P sont toutes de module < 1. 
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